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Esercizio 1.
La funzione di densita congiunta di X e Y, & data da:
fxy(z,y) =8zy per 0 <z <y < 1, e vale 0 altrimenti.

1. Trovare E[Y|X = z].

frix(ylz) = f);;;((ijy)

fx(z) = f; 8xydy = 4x(1 — x2)1(0’1)(:6)
8zylo,1)(®) 12,1y (¥) _ 2yla1(y)

Allora: fyx(x|y) = dx(1-2?)L)(x) — 1-a?
Allora: ) 2
EY|X =a] = [} #5dy = 200

2. Trovare EF[XY|X = z].

2 2(1—a3
EXY|X =2] = fj-oos xny|Xdy = f;gl 1252552 dy = 23((11—372))

3. Trovare Var(Y|X = z).
Var(Y|X =z) = E[Y}X = 2] — (E[Y|X = x])?
o) 3
EY?|X = 1] = [X3 9 fyix(yla)dy = [; 2dy = 5(1 +a?)
Allora:

—x4 —CES 2 - J?Q L 12
Var(Y|X =z) = 2(11—3:2) - 38_95232 1(0,1)(95) ={ 1+18()1(r;)12+ )

Esercizio 2.
Siano X, Y v.a. con densita congiunta:

Ixy(x,y) =2 Lo (x)101)(y)

+oo p+oo 1 ry 1 5 1
E[XY] :/ / :cnyy(a:,y)dxdy:/o /0 2a:ydxdy:/0 y dy:Z

+00 1 1
fxla) = [ 210 @) Lo @y = | 210 (@)dy = Lon(@) [ 2y = 2-20)1 01 ()

xT



E[X]—/+Ooarfx(x)dx—/le(2—2x)da:—

—0o0

+oo
@ = [ 2 Loy@lon®ds = Lon® [ 20 =2y 1oy ()

L 2
= [ 2Pdy ==
/Oyy 3

1 12 1
Cov[X,Y] = E[XY] - E[X]E[Y] = ; - 25 = =
2 )
XY
Jy|x e
Foig = 2 Loy (@) lon®)  len®)
VX T TR Sl (@)  (T—a)
per x € (0,1)

Esercizio 3.
Siano X, Y v.a. con densita congiunta data da:

fxy(@,y) = e ¥ (1=e"")1(0.4)(2) 1o, 100)(¥) Fe " (1=€7)1(0.2)(¥) 1[0, 400) ()
Calcolare:

1. Le marginali.

fx(z) = /+OO fxy (@, y)dy =10, 400)(T) {/:OO Y(1 — e "dy) +/ 1—eY dy}

—00



= 2" "1(0,100) (2)

Per simmetria si ha fy(y) = ye™1(0 400 (¥)

2. E[X],E[Y].
Sempre per simmetria si ha E[X] = E[Y]
E[Y] = [°2x%e %dx =2

3. Var(X),Var(Y).
Per simmetria Var(X) = Var(Y)
Var(X) = E[X?] - E[X]?
EX%Y = [[f®zPe ?dx =6

4. 11 coefficiente di correlazione p(X,Y).

(X, V) = EXYIEXE]Y]

OxOy
EIXY] = [[F* [{zye V(1 —e ®)dady+ [ [§ zye (1 —e Y)dxdy =
e yteVdy + [ 2y Wdy + [7° 2ye dy — 2 [P yeVdy = 5

Allora:

pXY) = S5 =12

Esercizio 4.
Si lanciano tre monete. Sia X il numero di esiti Testa per le prime due
monete e Y il numero di esiti Croce per le ultime due.

1. Trovate la distribuzione congiunta di X e Y .
Siano X, X9, X3, v.a. t.c. valgono 1 se esce T con probabilita 1/2 e 0
se esce C con probabilita 1/2.
Quindi possiamo riscrivere le variabili X ed Y come:
X=X1+X0,Y=2—-Xy— X3

P(X=0)=PX1+X3=0)=P(X; =0,X2=0) =
— P(X, = 0)P(Xy=0)=1/2-1/2 = 1/4

P(X1=1)P(Xy;=0)=1/4+1/4=1/2

PX=2=P(X1+X,=2)=P(X;=1)P(Xy=1)=1/2-1/2 =
1/4



In maniera analoga si calcola che:
PY=0)=1/4; P(Y =1)=1/2; P(Y =2) = 1/4
Allora le probabilita cercate sono:

PX=0,Y=0)=0 PX=0Y=1)=1/8 P(X=0,Y=2)
PX=1Y=0=1/8 P X=1,Y=1)=1/4 PX=1Y=2)=1/8
P(X=2Y=0)=1/8 P(X=2Y=1)=1/8 P(X=2Y=2

. Trovate la distribuzione condizionata di Y dato X = 1.

P(Y =0|X =1) = ZO20X=D _ 18 _ 14

P(X=1) 172
Py =11X =1) = 2435570 = {5 = 1/2
Py =2/X =1)= PG2X50 = 8~ 1/4

. Trovate la Cov(X,Y).

Cov(X,Y)=FE[XY]| - E[X]|E[Y]

E[X] = E[Xi + Xo] = E[X1] + E[Xp] =1/2+1/2=1
E[Y]|=E2—Xs— X3]=2—-E[X,] - E[X3] =2-1/2-1/2=1
E[XY]=1/4+2-1/8+2-1/8=13/4
Cov(X,Y)=3/4—1=-1/4



